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1 Introduction
本レポートでは stochastic system において重要な Kalman filter と LQG(Linear Quardratic Gaussian) の説

明をした後, packet-loss を考慮した system での estimation と optimal controler を 2 種類の channel(TCP-like
protocol/UDP-like protocol )に適用させた場合について説明する.

2 Kalman Filter
Controllerで systemを controlするために, sensorから得られた outputから systemの state variableを observer

で estimateする必要がある. しかし, 現代制御論で紹介される Luengerger型 observerでは systemに noiseのよ
うな stochastic variableを無視した deterministic observer である. そこで, ここでは optimal estimater である
Kalman filterによって noiseを考慮した stochastic system の optimal state estimationを説明する.

Fig. 1: stochastic system without packet-loss

Noiseを考慮した stochastic systemとして次のようなmodelを考える.ブロック線図は Fig. 1 のようになる.

xk+1 = Axk + Buk + wk

yk = Cxk + vk (1)

ここで, xk ∈ Rn は state vector, yk ∈ Rm は output vector, uk ∈ Rq は input vector , wk ∈ Rn, vk ∈ Rm はそ

れぞれ Gaussian, uncorrelated, white, zero meanで, covarianceはそれぞれ (Q,R)となり, 次の性質を持つ.
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E[wk] = E[vk] = 0

E[wkw′
t] =

{
Q k = t

0 k ̸= t

}
(2)

E[vkv′
t] =

{
R k = t

0 k ̸= t

}
E[wkv′

k] = E[vkw′
k] = 0

また, information setを次のように defineする.

Ik = {yk}

yk = (yk, yk−1, . . . , y1)

Mathematical backgroundとして次の variableを定義する.

x̂k|k , E[xk|Ik]

ek|k , xk − x̂k|k (3)

Pk|k , E[ek|ke′k|k]

ここで, x̂k|k は estimationで, 実際に controller に inputする variable である. ek|k は estimation error,そして
Pk|k は estimation error covarianceである.
次に predictionについて説明する. predictionとは以下のような algorithmのことである. x̂k+1|k ∈ Rnは priori

state estimate.

x̂k+1|k , E[xk+1|Ik] = E[Axk + Buk + wk|Ik]

= AE[xk|Ik] + Buk

= Ax̂k|k + Buk (4)

ek+1|k , xk+1 − x̂k+1|k

= Axk + Buk + wk − (Ax̂k|k + Buk)

= Aek|k + wk (5)

Pk+1|k , E[ek+1|ke′k+1|k]

= AE[ek|ke′k|k]A′ + E[wkw′
k]

= APk|kA′ + Q (6)

x̂k+1|k は step kでの priori state estimateで, step kでの estimate x̂k|k の情報を持っている. 続いて, ek+1|k は

priori estimate error, そして, Pk+1|k は priori estimate error covarianceという.
続いて, measurement updateについて説明する. measurement updateとは以下のような algorithmのことで

ある.
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x̂k+1|k+1 = x̂k+1|k + Kk+1(yk+1 − Cx̂k+1|k) (7)

ek+1|k+1 = xk+1 − x̂k+1|k+1

= xk+1 − (x̂k+1|k + Kk+1(yk+1 − Cx̂k+1|k))

= ek+1|k − Kk+1(Cxk+1 + vk+1 − Cx̂k+1|k)

= (I − Kk+1C)ek+1|k − Kk+1vk+1 (8)

Pk+1|k+1 = E[ek+1|k+1e
′
k+1|k+1] (9)

x̂k+1|k+1 ∈ Rn は step kでの posteriori state estimateといい, measurement output の情報をもつ. ek+1|k+1

は posteriori estimate error, そして Pk+1|k+1is the posteriori estimate error covarianceである. Kalman filterの
optimal estimation problemはこの posteriori estimation error covariance Pk+1|k+1 を minimizeさせる Kalman
gain Kk+1 を求めることである. Pk+1|k+1 をminimizeさせるKk+1 は

Kk+1 = Pk+1|kC ′(CPk+1|kC ′ + R)−1 (10)

のように与えられ, このとき Pk+1|k+1 は

Pk+1|k+1 = Pk+1|k − Kk+1CPk+1|k (11)

である. Kalman filterは stochastic systemにおける optimal estimaterで, noiseを無視した systemでは linear
estimaterが optimal estimaterである.

3 Linear Quadratic Gaussian
Systemに inputする uk を各 step kにおいて optimalizationするため, ある value function V (xk)を defineし

てそれを optimizeさせる inputを求めることが optimal control problemである. 現代制御論で紹介される基本的
な optimal control problemに LQR(Linear Quadratic Regulator)problemがあるが, LQRも stochastic variable
を無視した systemには適用できるが, noiseなどが入った stochastic systemでは適さない. そこで LQGによる
stochastic systemの optimal control problem について説明する.
まず,次のような cost function JNをdefineして,それを最小とするような各 step kでの input uk, k = 0, . . . , N

を求める.

JN = E[x′
NWNxN +

N−1∑
k=0

x′
kWkxk + u′

kUkuk|IN ] k = 0, . . . , N (12)

ここで, Wk, Uk は symmetric and positive define or semidefinite matrixである.
次に, optimal control gainを求める. 式 (3)より, 次のことがわかっている.[1]

E[(xk − x̂k)x̂′
k|Ik] = E[ek|kx̂′

k|Ik] = 0 (13)

E[x′
kSxk|Ik] = x̂′

k|kSx̂k|k + tr(SPk|k), ∀S ≥ 0 (14)

E[E[g(xk+1)|Ik+1]|Ik] = E[g(xk+1)|Ik], ∀g(·) (15)

Sk は symmetric,positive definite or semidefinite matirixで, k=Nのとき, SN = WN

optimal value function Vk(xk)は次のように定義される.
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Vk(xk) , minE[x′
kWNxk + u′Ukuk + Vk+1(xk+1)|Ik] (16)

VN (xN ) , E[x′
NWNxN |IN ] (17)

dynamic programming theoryよりminu0...u(N−1) JN = V0(x0).
value function Vk(xk)を次のように表せるとするとする.

Vk(xk) = E[x′
kSkxk|Ik] + ck, k = 0, . . . , N (18)

ここで,ck は scalarで, Sk, ck は Ik と独立である. k=Nのとき, SN = WN , cN = 0 となる.
k+1でこれが成り立っている, つまり

Vk+1(xk+1) = E[x′
k+1Sk+1xk+1|Ik+1] + ck+1 k = 0, . . . N (19)

であるとすると, k以下では,

Vk(xk) = minE[x′
kWkxk + u′Ukuk + Vk+1(xk+1)|Ik]

= minE[x′
kWkxk + u′

kUkuk + E[x′
k+1Sk+1xk+1 + ck+1|Ik+1]|Ik]

= minE[x′
kWkxk + u′

kUkuk|Ik] + E[(Axk + Buk)′Sk+1(Axk + Buk)|Ik]

+tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik]

= minE[u′
k(B′Sk+1B + Uk)uk + u′

kB′Sk+1Axk + x′
kA′Sk+1Buk|Ik]

+E[x′
kWkxk + x′

kA′Sk+1Axk|Ik] + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik]

= E[x′
kWkxk + x′

kA′Sk+1Axk|Ik] + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik] + min(u′
k(Uk + B′Sk+1B)uk

+2u′
kB′Sk+1Ax̂k|k) (20)

value functionは quadraticなので式 (20)が最小となる条件は ∂Vk

∂uk
= 0とみなせる. このときの input uk と

Vk(xk)は次にようになる.

uk = −(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Ax̂k|k (21)

= Lkx̂k|k (22)

Vk(xk) = E[x′
kWkxk + x′

kA′Sk+1Axk|Ik] + tr(Sk+1Q)

−x̂′
k|kA′Sk+1B(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Ax̂′

k|k + E[ck+1|Ik]

= E[x′
kWkxk + x′

kA′Sk+1Axk − x′
kA′Sk+1B(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Axk|Ik]

+tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik] + tr(A′Sk+1B(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Pk|k)

= E[x′
kSkxk|Ik] + ck (23)

coefficientを比較することで次のように parameterが導かれる.

Sk = A′Sk+1A + Wk − A′Sk+1B(B′Sk+1B + UK)−1B′Sk+1A (24)

ck = tr(A′Sk+1B(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Pk|k) + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik]

= tr((A′Sk+1A + Wk − Sk)Pk|k) + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Ik] (25)

ここまでで, estimationの equationである式 (10)(11)に LQG parameterが含まれない, つまり controllerとは
独立に estimaterを設計することが出来る. これを separation principleという.
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4 Unreliable Communication Links
式 (1)の stochastic system にさらに pcket-lossを考慮した systemでの optimal estimation と optimal control

について説明していく. unreliable communication linkのmodelとして TCP/UDPを扱う.

Fig. 2: stochastic system with packet-loss

Fig. 2は packet lossを考慮したシステムである.

TCP(Transmission Control Procotol): receiverが packetを受け取ったことを senderに通知する. 一般的に
optimal controlerが linear. separation principleが適用される. controlが簡潔であるが, infrastructureが
複雑になり costも高くなる.

UDP(User Datagram Protocol): receiverがpacketを受け取っても senderに通知されない. 一般的に optimal
controlerが nonlinear, separation principleが適用できない. data量を抑えられるが, controlが複雑になる.

packet-lossを考慮した stochastic systemのmodelは次のように表される.

xk+1 = Axk + νkBuk + wk

yk = γkCxk + vk

E[wk] = E[vk] = 0

E[wkw′
t] =

{
Q k = t

0 k ̸= t

}
(26)

E[vkv′
t] =

{
R k = t

0 k ̸= t

}
E[wkv′k] = E[vkw′

k] = 0

information setを次のように defineする

5



Ik =

{
Fk , {yk, γk, νk−1}, TCP − like protocol

Gk , {yk, γk}, UDP − like protocol
(27)

yk = (yk, yk−1, . . . , y1)

γk = (γk, γk−1, . . . , γ1)

νk = (νk, νk−1, . . . , ν1)

(γk, νk)は Bernoulli random variableで 0または 1の値をとることができる独立な random variableで. それぞ
れ controllerと actuatorの間, sensrと controllerの間の packet-lossのmodelを表している. (γk, νk)の probability
は既知で

P (γk = 1) = γ̄k (28)

P (νk = 1) = ν̄k (29)

(30)

とする.

5 TCP-like protocol
TCP case systemは式 (27)の information set Fk を従うので, Kalman Fileterは次のようになる.
Prediction

x̂k+1|k , E[xk+1|νk,Fk] = Ax̂k|k + νkBuk (31)

ek+1|k , xk+1 − x̂k+1|k = Aek|k + wk (32)

Pk+1|k , E[ek+1|ke′k+1|k|νk,Fk] = APk|kA′ + Q (33)

Measurement update

x̂k+1|k+1 , x̂k+1|k + γk+1Kk+1(yk+1 − Cx̂k+1|k) (34)

ek+1|k+1 , xk+1 − x̂k+1|k+1

= (I − γk+1Kk+1C)ek+1|k − γk+1Kk+1vk+1 (35)

Pk+1|k+1 = Pk+1|k − γk+1Kk+1CPk+1|k (36)

Kk+1 , Pk+1|kC ′(CPk+1|kC ′ + R)−1 (37)

(38)

もし, γk = 1で一定なら packet-lossのない stochastic systemの Kalman filterと同じ equationになる.
続いて, TCP case systemの LQGを説明する.
Value function

VN (xN ) , E[x′
NWNxN |FN ] (39)

Vk(xk) , minE[x′
kWkxk + νku′Ukuk + Vk+1(xk+1)|Fk] (40)

value function Vk(xk)は次のように表せる.
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Vk(xk) = E[x′
kSkxk] + ck k = 0, . . . N (41)

式 (40)(41)より次のように計算できる.

Vk(xk) = minE[x′
kWNxk + νku′Ukuk + Vk+1(xk+1)|Fk]

= minE[x′
kWkxk + νku′

kUkuk + E[x′
k+1Sk+1xk+1|Fk+1] + ck+1|Fk]

= minE[x′
kWkxk + νku′

kUkuk + (Axk + νkBuk)′Sk+1(Axk + νkBuk)|Fk] + tr(Sk+1Q) + E[c(k + 1)|Fk]

= ν̄kminE[u′
k(B′Sk+1B + Uk)uk + u′

kB′Sk+1Axk + x′
kA′Sk+1Buk|Fk] +

E[x′
kWkxk + x′

kA′Sk+1Axk|Fk] + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Fk] (42)

これが最小となるのは ∂Vk

∂uk
= 0を満たすときである. このとき, input uk は

uk = −(B′Sk+1B + Uk)−1B′Sk+1Ax̂k|k

= Lkx̂k|k (43)

この uk を式 (42)に代入して, 係数比較をすると次の関係が得られる.

Sk = A′Sk+1A + Wk − ν̄kA′Sk+1B(B′Sk+1B + UK)−1B′Sk+1A (44)

ck = tr((A′Sk+1A + Wk − Sk)Pk|k) + tr(Sk+1Q) + E[ck+1|Fk] (45)

式 (36)(37)また, 式 (43)(44)(45)から TCP case system は optimal controllerが linearで表され, separation
principleを満たしていることがわかる.

6 UDP-like protocol
UDP case systemは式 (27)の information set Gk に従うので, Kalman filterは次のようになる.
Prediction

x̂k+1|k , E[xk+1|Gk] = E[Axk + νkBuk + wk|Gk]

= AE[xk|Gk] + E[νk]Buk

= Ax̂k|k + ν̄Buk (46)

ek+1|k , xk+1 − x̂k+1|k = Aek|k + wk (47)

Pk+1|k , E[ek+1|ke′k+1|k|Gk] = APk|kA′ + Q + ν̄(1 − ν̄)Buku′
kB′ (48)

Measurement update

x̂k+1|k+1 , x̂k+1|k + γk+1Kk+1(yk+1 − Cx̂k+1|k)

ek+1|k+1 , xk+1 − x̂k+1|k+1 (49)

= (I − γk+1Kk+1C)ek+1|k − γk+1Kk+1vk+1 (50)

Pk+1|k+1 = Pk+1|k − γk+1Kk+1CPk+1|k (51)

Kk+1 , Pk+1|kC ′(CPk+1|kC ′ + R)−1 (52)
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ここで式 (48)から, error covariancePk+1|k が TCP caseと異なり control input uk に依存しており, UDP case
systemでは separation principleが成り立たないことがわかる.
続いて, UDP caseの LQG controllerが nonlinearとなる例を紹介する.
式 (26)の parameterをそれぞれ A = 1, B = 1, C = 1, WN = Wk = 1, Uk = 0, R = 1, Q = 0 とした simple

scalar systemを扱う.
k=N-1のとき value function Vk(xk)は次のようになる.

VN−1(xN−1) = minE[x2
N−1 + VN (xN )|GN−1]

= minE[x2
N−1 + x2

N |GN−1]

= min(E[x2
N−1 + x2

N−1|GN−1] + ν̄u2
N−1 + 2ν̄uN−1x̂N−1|N−1)

= 2E[x2
N−1|GN−1] − ν̄x̂2

N−1|N−1

= (2 − ν̄)E[x2
N−1|GN−1] + ν̄PN−1|N−1 (53)

これを optimizeする inputは

uN−1 = −x̂N−1|N−1 (54)

となり, k=N-1では controllerはまだ linearであることがわかる.
次に, k=N-2のときの Vk(xk)は,

VN−2(xN−2) = minE[x2
N−2 + VN−1(xN−1)|GN−2]

= E[(3 − ν̄)x2
N−2|GN−2] + γ̄ + ν̄PN−2|N−2 + ν̄(1 − γ̄)PN−2|N−2

+min
(
ν̄(2 − ν̄)u2

N−2 + 2ν̄(2 − ν̄)uN−2x̂N−2|N−2 + ν̄2(1 − ν̄)(1 − γ̄)n2
N−2

+ν̄γ̄
1

PN−2|N−2 + ν̄(1 − ν̄)u2
N−2 + 1

)
(55)

となり, nonlinearな項が現れ, controllerは nonlinearとなってしまう.

6.1 UDP-like Special case

UDP caseの controllerは一般的に nonlinearだが R=0, Cが invertibleとなる special case では controllerは
linearになる. この special caseでは state xk が noiseの影響を受けずにmeasurementできる.

Kalman filterは以下のような simple equationになる.

x̂k+1|k+1 = Ax̂k|k + ν̄Buk + γk+1Kk+1(xk+1 − (Ax̂k|k + ν̄Buk)) (56)

Kk+1 = I (57)

Pk+1|k+1 = (1 − γk+1)Pk+1|k

= (1 − γk+1)(A′Pk|kA + Q + ν̄(1 − ν̄)Buku′
kB′) (58)

E[Pk+1|k+1|Gk] = (1 − γ̄)(A′Pk|kA + Q + ν̄(1 − ν̄)Buku′
kB′) (59)

value function次のように表す.

Vk(xk) = x̂′
kSkx̂k|Gk] + tr(TkPk|k) + tr(DkQ) (60)
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k=Nのとき

VN (xN ) = E[x′
NWNxN |GN ] = x̂′

N |NWN ˆxN |N + tr(WNPN |N ) (61)

上の式 (60)(61)から SN = WN , TN = WN , DN = 0とわかる. 式 (60)を書き直して,

Vk(xk) = E[x′
kWkxk|Gk] + tr((Tk − Sk)Pk|k) + tr(DkQ) (62)

となる. k+1でこの式を満たしているとすると kにおいて,

Vk(xk) = minE[x′
kWNxk + u′Ukuk + Vk+1(xk+1)]

= x̂′
k|k(Wk + A′Sk+1A)x̂k|k + tr((Dk+1 + (1 − γ̄)Tk+1 + γ̄Sk+1)Q)

+tr((Wk + γ̄A′Sk+1A + (1 − γ̄)ATk+1A
′)Pk|k)

+ν̄min(u′
k(Uk + B′((1 − ᾱ)Sk+1 + ᾱTk+1)B)uk + 2u′

kB′Sk+1Ax̂k|k) (63)

ここで ᾱ = (1 − ν̄)(1 − γ̄).
このとき,∂Vk

∂uk
= 0を与える uk は

uk = −(Uk + B′((1 − ᾱ)Sk+1 + ᾱTk+1)B)−1B′Sk+1Ax̂k|k

= Lkx̂k|k (64)

となり, input uk が linearになる. また, この inputを式 (63)に代入すると式 (62)(63)から,

Vk(xk) = x̂′
k|k(Wk + γ̄A′Sk+1A − ν̄x̂′

k|kA′Sk+1BLk)x̂k|k

+tr((Dk+1 + (1 − γ̄)Tk+1 + γ̄Sk+1)Q) +

+tr((Wk + A′Sk+1A + (1 − γ̄)ATk+1A
′)Pk|k) (65)

Sk = A′Sk+1A + Wk − ν̄A′Sk+1B(Uk + B′

((1 − ᾱ)Sk+1 + ᾱTk+1)B)−1B′Sk+1A

= Φs(Sk+1, Tk+1) (66)

Tk = (1 − γ̄)A′Tk+1A + γ̄A′Sk+1A + Wk

= ΦT (Sk+1, Tk+1) (67)

Dk = (1 − γ̄)Tk+1 + γ̄Sk+1 + Dk+1 (68)

が得られる.

7 Summary
stochastic systemでの controlは Kalman fiterと LQGによって行うことができる. しかし, packet-lossを考

慮した system では, TCP case と UDP case とで設計される Kalman filter と LQG が異なる. TCP case では
separation principleを満たし, LQG controller gainが linearになるが, UDP caseでは separation principleを満た
さず, 一般的に LQG controller gainは nonlinearになる. しかし, special caseの UDP caseでは, LQG controller
gainが linearになる.
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8 Appendix
式 (13)(14)(15)の証明を下に簡単に示す.
はじめに, 式 (13)の証明を示す.

E[(xk − x̂k|k)x̂′
k|k|Ik] = E[xkx̂′

k|k − x̂k|kx̂′
k|k|Ik]

= E[xk|Ik]x̂′
k|k − x̂kx̂′

k|k = 0 (69)

ここで, definition 式 (3)を用いている.
次に, 式 (14)の証明を示す.

E[x′
kSxk|Ik] = E[(xk − x̂k|k + x̂k|k)′S(xk − x̂k|k + x̂k|k)|Ik]

= E[x̂′
kSx̂k + (xk − x̂k|k)′S(xk − x̂k|k) + 2x̂′

k|kS(xk − x̂k|k)|Ik]

= x̂′
kSx̂k + E[(xk − x̂k|k)′S(xk − x̂k|k)|Ik] + 2E[x̂′

k|kS(xk − x̂k|k)|Ik]

= x̂′
kSx̂k + 2tr(SE[(xk − x̂k|k)x̂′

k|k|Ik]) + tr(SE[(xk − x̂k|k)(xk − x̂k|k])′|Ik]) (70)

= x̂′
kSx̂k + tr(SPk|k)

ここで, 式 (70)について少し補足しておく.
次の vector xとmatrix S を考える.

x , [x1,x2, . . . ,xn]′

S , [sij ]

これから, x′Sx, Sxx′ についてそれぞれ成分計算すると

x′Sx =
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

sijxi

Sxx′ = [
n∑

k=1

sikxkxj ]

tr(Sxx′) =
n∑

j=1

n∑
i=1

sijxjxi

=
n∑

j=1

xj

n∑
i=1

sijxi

以上より, x′Sx = tr(Sxx′)が得られ, これを用いて式 (70)が導かれる.
最後に, 式 (15)の証明を示す.
(X,Y,Z)を random vector, g(·)を任意の function, pは probability distributionである. このとき,

EY,Z [g(X,Y, Z)|X] =
∫

Z

∫
Y

g(X,Y, Z)p(Y,Z|X)dY dZ

=
∫

Z

∫
Y

g(X,Y, Z)p(Y |Z,X)p(Z|X)dY dZ

=
∫

Z

[∫
Y

g(X,Y, Z)p(Y |Z,X)dY

]
p(Z|X)dZ

= EZ [EY [g(X,Y, Z)|Z,X]|X]
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ここで, Ik = X, Ik+1 = (X,Z)とすると, (15)と等しくなる.
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