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1 はじめに
近年 Consensus Problem [1] 複数の制御対象 (Multi-agent) Coordination の最近の研究結果として Vehicle

Formation や Spacecraft のグループ間の姿勢調節などがあげられ, ほかにも Robot Position Synchronization [2]
があげられている.
そこで, 本レポートでは, Robot ManipulatorのMutual Synchronization についてまとめられた文献 [3] につい

て述べる.

2 Synchronization
まず, 本章ではロボットマニピュレータのMutual Synchronization について述べる.
文献 [3] では, p 台のロボットマニピュレータに対して, 各ロボットマニピュレータはすべてのロボットマニピュ

レータと通信することで, すべてのロボットマニピュレータの関節角度, 角速度, 角加速度 qi, q̇i, q̈i (i = 1, . . . , p)
を得ることができるとしている. 以上の状況において, Mutual Sychronization は共通の目標関節角度, 角速度 qd,
q̇d に追従させ, 他のロボットマニピュレータの関節角度, 角速度と同期させることである. つまり,

q1 = · · · = qp = qd

q̇1 = · · · = q̇p = q̇d (1)

となることである.
ロボットマニピュレータが 4 台の場合のロボットマニピュレータのMutual Synchronization 問題の概念図は

Fig. 1 のように示される. また, Fig. 1 の制御対象である 4 台のロボットマニピュレータの連結部だけを抜き出し
た図を Fig. 2 に示す. qi, q̇i, q̈i, i = 1, . . . , 4 は Robot i, i = 1, . . . , 4 の関節角度, 角速度, 角加速度を表しており,
qd, q̇d, q̈d はすべてのロボットマニピュレータに共通の目標関節角度, 角速度, 角加速度を表している. Fig. 2 を見
れば, 各ロボットマニピュレータは他のすべてのロボットマニピュレータと通信しているとこがわかる. そして,

q1 = q2 = q3 = q4 = qd

q̇1 = q̇2 = q̇3 = q̇4 = q̇d (2)

となることを目標とする.
一般的にロボットマニピュレータが p 台とすると, Mutual Synchronization 問題はこの目的を達成するための

コントローラ τi, i = 1, . . . , p を設計することである.

3 文献 [3]の問題設定
制御対象としては, p 台の n (n Degree of Free, n-DOF)自由度をもつロボットマニピュレータ (Robot Manipu-

rator) を考え, ロボットマニピュレータ (Robot Manipurator) はすべて同一のものとする. i 番目のロボットマニ

ピュレータ (Robot Manipurator) のダイナミクス (Dymanics) は次式で与えられる.

Mi(qi)q̈i + Ci(qi, q̇i)q̇i + gi(qi) = τi , i = 1, . . . , 4 (3)
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Fig.1: Robot のMutual Synchronization の概略図

ここで, qi ∈ R
n は関節角度 (Joint Coordinate) , τi ∈ R

n は入力トルク (Torques) , Mi(qi) ∈ R
n×n は慣性行列

(Positive Definite Inertia Matrix) , Ci(qi, q̇i) ∈ R
n×n は遠心力・コリオリ力項 (Coriolis and Centrifugal Forces)

, gi(qi) ∈ R
n は重力項 (Gravity Forces) である.

特性は A.1 節と同様である.
すべてのロボットマニピュレータ (Robot Manipurator) (3)に対し共通の目標軌道 (Common Desired Trajectory)

として, 共通の目標関節角度, 角速度を qd, q̇d とおく.
i 番目のロボットマニピュレータ (i th Robot Manipurator)に対する目標値信号 (Reference Signal) qri, q̇ri, q̈ri

を次式のように定義する.

qri � qd −
p∑

j=1,j �=i

Ki,j(qi − qj)

q̇ri � q̇d −
p∑

j=1,j �=i

Ki,j(q̇i − q̇j)

q̈ri � q̈d −
p∑

j=1,j �=i

Ki,j(q̈i − q̈j) (4)
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Fig.2: Robot のMutual Synchronization の概略図

ここで, ゲインKi,j ∈ R
n×n は半正定対角行列 (Positive Semi-dfinite Diagonal Matrix) である. 上式で定義され

た目標値信号 (Reference Signal) (4) は文献 [4] の Coupling Error を使っており, 文献 [3] においてポイントとなっ
ている.
ここで, (4) 式の目標値信号 (Reference Signal) qri の定義式に注目する. 定義式の右辺第 2 項は i 番目のロボッ

トマニピュレータ (i th Robot Manipurator) の関節角度 qi とそのほかのロボットマニピュレータ (j th Robot
Manipurator) (j = 1, . . . , p, j �= i) の関節角度 qj との差分のゲインKi,j 倍になっており, これがポイントとなっ
ているCoupling Error であり, Synchronizationをするための補助定理 (Lemma) で用いられる. そして, (4) 式よ
り, i 番目のロボットマニピュレータの関節角度の目標値信号 qri は共通の目標関節角度 qd と Coupling Error と
の差で定義されている.

i 番目のロボットマニピュレータ (i th Robot Manipurator ) に対する Synchronization Error si, ṡi を次式の

ように定義する.

si � qi − qri

ṡi � q̇i − q̇ri (5)

Synchronization Error si, ṡi は関節角度, 角速度 qi, q̇i と対応する関節角度, 角速度の目標値信号 (Reference
Signal) qri, q̇ri との差として定義されている.

i 番目のロボットマニピュレータに対して, 新しい制御入力 (New Control Input) を νi としてコントローラ

(Controller) τi を次式のように与える.

τi = Mi(qi)q̈ri + Ci(qi, q̇i)q̇ri + gi(qi) − Kp,isi + νi (6)

ここで, Kp,i はコントローラゲインである.
さらに, i 番目のロボットマニピュレータに対して, 新しい制御入力 (New Control Input) νi を次式のように与

える.

νi = −Kd,i ṡi (7)
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ここで, Kd,i はコントローラゲインである.
i 番目のロボットマニピュレータにおいて, コントローラ τi (6) に新しい制御入力 νi (7) を適用すると次式のよ

うになる.

τi = Mi(qi)q̈ri + Ci(qi, q̇i)q̇ri + gi(qi) − Kd,iṡi − Kp,isi (8)

よって, i 番目のロボットマニピュレータ (3) とそれに対するコントローラ τ ı (6), 新しい制御入力 νi (7)によっ
て構成される閉ループ系 (Closed-loop System) は次式のようになる.

Mi(qi)s̈i = −Ci(qi, q̇i)ṡi − Kd,iṡi − Kp,isi , i = 1, . . . , p (9)

定理 1 ロボットダイナミクス (3), コントローラ (8), 目標値信号 (4) によって形成される閉ループ系 (9) につい
て考える. もし, ゲインKd,i, Kp,i, i = 1, . . . , p が正定行列であるなら, Synchronization Error si, ṡi, i = 1, . . . , p

は大域的に漸近安定である.

補助定理 (11)式で目標値信号 (4)のCoupling Matrix Ki,j, i, j = 1, . . . , pを使って表されるDiagonally Dominant
Matrix Mc(Ki,j) ∈ R

(n·p)×(n·p) について考え, このとき, Mc(Ki,j) は多構造のシステムにおいてロボット間の
Coupling Matrix として考えられる.
行列Mc(Ki,j) はすべての半正定対角行列Ki,j , i, j = 1, . . . , p に対して正則である. さらに, すべての半正定対

角行列Ki,j, i, j = 1, . . . , p に対して

Mc(Ki,j)

⎡
⎢⎢⎣

q1

...
qp

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

qd

...
qd

⎤
⎥⎥⎦ ⇔

⎡
⎢⎢⎣

q1

...
qp

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

qd

...
qd

⎤
⎥⎥⎦ (10)

の関係を保つ.

Mc(Ki,j) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(
In +

p∑
j=1,j �=1

K1,j

)
−K1,2 · · · −K1,p

−K2,1

(
In +

p∑
j=1,j �=2

K2,j

)
· · · −K2,p

...
. . .

−Kp,1 −Kp,2 · · ·
(

In +
p∑

j=1,j �=p

Kp,j

)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(11)

この補助定理を使うことによって, Synchronization Error の漸近安定 si → 0, ṡi → 0, t → 0 (i = 1, . . . , p) と
Synchronization qi → qd, q̇i → q̇d (i = 1, . . . , p) から, qi → qj , q̇i → q̇j (j = 1, . . . , p, j �= i) が等価となることが
言える.
しかし, 補助定理の証明もまだ行えていない. したがって今後証明する必要がある.

4 おわりに
本レポートでは, 文献 [3] のMutual Synchronization の問題設定について述べた.
しかし, 問題設定についての説明, 定理の証明が不十分であるので, 今後はその点を補いたい. また, シミュレー

ションなども行っていきたい.

A ロボットマニピュレータの制御
本節では,基本となるPaden, Panjaが提案した受動性に基づく (Passivity-based)ロボットマニピュレータ (Robot

Manipurator)の制御 [5] についてまとめる.

4



A.1 制御対象
制御対象としては, n 自由度 (n Degree of Free, n-DOF) をもつロボットマニピュレータ (Robot Manipurator)

を考える. ロボットマニピュレータ (Robot Manipurator) のダイナミクス (Dymanics) は次式で与えられる [6].

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = τ (12)

ここで, q ∈ R
n は関節角度 (Joint Coordinate) , τ ∈ R

n は入力トルク (Torques) , M(q) ∈ R
n×n は慣性行列

(Positive Definite Inertia Matrix), C(q, q̇) ∈ R
n×n は遠心力・コリオリ力項 (Coriolis and Centrifugal Forces),

g(q) ∈ R
n は重力項 (Gravity Forces) である.

ロボットマニピュレータ (Robot Manipurator) (12) において, 次の特性がある.

• 慣性行列M(q) は正定行列 (Positive Definite Matrix)である.

• Ṁ(q) − 2C(q, q̇) は 歪み対称 (Skew-Symmetric) である.

• 受動特性 (Passivity Property): 入力 τ から出力 q̇ に関して受動的であり, これは (13)式のような定数 β ≥ 0
が存在することである.

∫ T

0

q̇T (s)τ (s)ds ≥ −β , ∀T ≥ 0 (13)

次式のような特性をもつ行列 S を歪み対称行列 (Skew Symmetric matrix) という.

S + ST = 0 (14)

A.2 制御目的
制御目的はロボットマニピュレータの関節角度 (姿勢) q を与えられた目標関節角度 (姿勢) qd(t) にすることで

ある. つまり, 目標姿勢 (Desired Trajectory) として, 目標関節角度, 角速度を qd(t), q̇d(t) とおくと,

q = qd

q̇ = q̇d (15)

とすることである.

A.3 追従制御 (Tracking Control)

目標姿勢との偏差 (Error) e, ė, ë を次式のようにロボットマニピュレータの姿勢と目標姿勢との差として定義

する.

e � q − qd

ė � q̇ − q̇d

ë � q̈ − q̈d (16)

新しい制御入力 (New Control Input) を ν として, コントローラ (Controller) τ を次式のように与える.

τ = M(q)q̈d + C(q, q̇)q̇d + g(q) − Kpe + ν (17)

ここで, Kp はコントローラゲイン (Gain) である.
さらに, 新しい制御入力 (New Control Input) ν を次式のように与える.

ν = −Kdė (18)

ここで, Kd はコントローラゲイン (Gain) である.
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コントローラ τ (17) に新しい入力 ν (18) を適用すると次式のようになる.

τ = M(q)q̈d + C(q, q̇)q̇d + g(q) − Kdė − Kpe (19)

よって, ロボットマニピュレータ (12) , コントローラ τ (17) , 新しい制御入力 ν (18)によって構成される閉ルー
プ系 (Closed-loop System) は次式のようになる.

M(q)ë = −C(q, q̇)ė − Kdė − Kpe (20)

結果 ロボットマニピュレータ (Robot Manipurator) (12),コントローラ (Controller) (19)によって形成される
閉ループ系 (Closed-loop System) (20)について考える. もし, ゲインKp, Kd が正定行列であるなら (Assumption
: Kp > 0, Kd > 0 ), 偏差 (Error) e, ė は漸近安定 (Asymptotically Stable) となる.

証明

ロボットマニピュレータ (12) とコントローラ (17) によって構成される Subsystem は次式のようになる.

M(q)ë + C(q, q̇)ė + Kpe = ν (21)

ここで, 上式を次のような Subsystem 1, 2 と見る.

Subsystem 1 :

{
M(q)ë + C(q, q̇)ė = u1

y1 = ė = u2

(22)

Subsystem 2 :

{
ż = u2

y2 = Kpz = ν − u1

(23)

Subsystem 1, 2 (22), (23) のブロック図はそれぞれ Fig. 3, 4のようになり, Subsystem 1, 2 によって構成される
Subsystem (21) は Fig. 5のようになる.
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Fig.3: Subsystem 1 のブロック図

�	




�
�
��	��

�
��

.

Fig.4: Subsystem 2 のブロック図

�
�
��

.

�	




�

�������
�

...�
�

�
�
��	� �

�
��

.

Fig.5: Subsystem のブロック図

ここで, Subsystem 1 においてエネルギー関数 (Energy Function) V1 として

V1(ė) =
1
2
ėT M(q)ė (24)

を考える. また, Subsystem 2 においてエネルギー関数 (Energy Function) V2 として

V2(e) =
1
2
eKpe (25)

を考える. ここで, エネルギー関数 V1, V2 はそれぞれ ė, e に対して二次形式となっており, M(q) > 0, Kp > 0よ
り, 正定関数 (Positive Function) となっていることがわかる.
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エネルギー関数 (Energy Function) V1, V2 (24), (25) の時間微分 (time derivative) はそれぞれ

V̇1(ė) =
1
2

(
ëT M(q)ė + ėT Ṁ(q)ė + ėT M(q)ë

)
= ėT M(q)ë +

1
2
ėT Ṁ(q)ė

= ėT M(q)M(q)−1 (−C(q, q̇)ė + u1) +
1
2
ėT Ṁ(q)ė(

∵ Subsystem 1 (22)より
ë = M(q)−1 (−C(q, q̇)ė + u1)

)

= −ėT C(q, q̇)ė + ėT u1 +
1
2
ėT Ṁ(q)ė

= ėT u1 +
1
2
ėT
(
Ṁ(q) − 2C(q, q̇)

)
ė

= ėT u1(
∵歪み対称性 (Skew − Symmetric)より

ėT
(
Ṁ(q) − 2C(q, q̇)

)
ė = 0

)

= yT
1 u1 (26)

V̇2(e) =
1
2
(
ėT Kpe + eT Kpė

)
= eT Kpė

= (Kpe)T ė

= yT
2 u2 (27)

となり, それぞれ Subsystem 1, 2 の入力 u と出力 y の積で表せることがわかる. ここで, エネルギー関数 (Energy
Function) V1 の時間微分 (Time Derivative)は歪み対称性 (Skew-Symmetric) を用いることで Subsystem 1 の入
力 u1 と出力 y1 の積で表せる.
よって, Subsystem 1, 2 それぞれの入力 u と出力 y の内積はそれぞれ

< u1, y1 > =
∫ T

0

yT
1 (s)u1(s)ds

=
∫ T

0

V̇1(ė(s))ds

= V1(ė(T )) − V1(ė(0))
≥ −V1(ė(0)) � −β1 (28)

< u2, y2 > =
∫ T

0

yT
2 (s)u2(s)ds

=
∫ T

0

V̇2(e(s))ds

= V2(e(T )) − V2(e(0))
≥ −V2(e(0)) � −β2 (29)

となり, Subsystem 1, 2 それぞれがそれぞれの入力 u から出力 y に関して (Fig. 3 における入力 (Input) u1, 出
力 (Output) y1, Fig. 4 における入力 (Input) u2, 出力 (Output) y2) , 受動的 (Passive) であることを示している.
Subsystem 1, 2 (22), (23) によって構成される Subsystem (21) に対応するエネルギー関数 V を次式のように与

える.

V (e, ė) = V1(ė) + V2(e)

=
1
2
ėT M(q)ė +

1
2
eKpe (30)

ここで, エネルギー関数 V1, V2 (24), (25) はそれぞれ正定関数 (Positive Function) であったことから, Subsystem
(21) に対応するエネルギー関数 V も正定関数 (Positive Function) であることがわかる.
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エネルギー関数 V (30) の時間微分 (Time Derivative) はエネルギー関数 V1, V2 の時間微分 (time derivative)
(26), (27) より,

V̇ (e, ė) = V̇1(ė) + V̇2(e)
= yT

1 u1 + yT
2 u2 (31)

となり, さらに Subsystem 1, 2 の連結 (Interconnection) y1 = u2, y2 = ν − u1 より,

V̇ (e, ė) = V̇1(ė) + V̇2(e)
= yT

1 u1 + (ν − u1)T y1

= yT
1 ν

= ėν (32)

となり, 入力 ν と出力 ė の積で表せることがわかる. よって, Subsystemの入力 ν と出力 ė の内積は

< ν, ė > =
∫ T

0

ėT (s)ν(s)ds

=
∫ t

0

V̇ (e(s), ė(s))ds

= V (e(t), ė(t)) − V (e(t), ė(0))
≥ −V (e(0), ė(0))
= −V1(ė(0)) − V2(e(0))
= −β1 − β2 � −β (33)

となり, 入力 ν から出力 ė に対して Subsystem は受動的 (Passive) であることがわかる. つまり, ロボットマニ
ピュレータ (12) とコントローラ τ (17) によって構成される Subsystem (Fig. 5) が受動的 (Passive) である.
ここで, Subsystem (21) と新しい制御入力 ν (18) によって構成される閉ループ形 (Closed-loop System) (20)

を考えると, Fig. 6 のようになる.
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.

Fig.6: 閉ループ系のブロック図

リアプノフ関数 (Lyapunov Function) 候補として, Subsystem のエネルギー関数 V (30) を考える. エネルギー
関数 V (30) の時間微分 (Time Derivative) は (32) 式より,

V̇ (e, ė) = ėν (34)

であり, 新しい制御入力 ν (18) を適用すると,

V̇ (e, ė) = ė(−Kdė)
= −ėKdė

≤ 0 (35)
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となり, 半負定 (Negative semi-definite) となる. したがって, ラサールの不変性原理 (LaSalle′s Invariant

P rinciple) を使うことによって, 偏差 (Error) e, ė の漸近安定 (Asymptotically Stable) が言える. つまり, 偏
差 (Error) の定義 (16) より, q → qd q̇ → q̇d t → ∞ が言える.
しかし,まだラサールの不変性原理 (LaSalle′s Invariant P rinciple)を用いて漸近安定 (Asymptotically Stable)

が言えていないので, 今後確認する必要がある.
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